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Automaten: Weitere Beispiele



Beispiel NEA vs DEA

L = {uabaav | u,v € {a, b}*}
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Beispiel NEA vs DEA

L = {uabaav | u,v € {a, b}*}

NEA:

a,b a,b

start —( qo a @
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Beispiel NEA vs DEA

L = {uabaav | u,v € {a, b}*}

NEA:

a,b a,b
DEA:

b a a,b

\—/\\/ .
b
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Denkpause

Aufgaben

Normal

Finde einen passenden DEA oder NEA fiir die folgenden Sprachen:
c Li={we {ab}*||wlg=1 (mod3)}
« Ly ={ua|ue{ab}*}

Etwas Schwerer

Finde einen passenden NEA mit einem Startzustand fiir die folgende Sprache
. L3 = L1 U L2

Sehr Schwer

Finde fiir L3 einen passenden DEA
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Losung: Normal

Ly ={we{a,b}*||wlg =1 (mod 3)}

b b b
. M
start ﬁ& \q\y g2
a
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Losung: Normal

L, ={ua|ue{ab}}

NEA:

a,b
a
ﬁg—
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Losung: Normal

L, ={ua|ue{ab}}

DEA:

b
o™
a3
a
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Losung: Etwas Schwieriger

L3:L1UL2

start —
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DEA fijr L3 = L1 U Lz
Idee: Wir nutzen die Zustande {(g;, pj) | 1 < i <3,1<j <2},so0dass

« wir in Zustand g; sind gdw. i = |w|, (mod 3)
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DEA fiir Ls=LUL
Idee: Wir nutzen die Zustande {(qj,pj) | 1 < i <3,1<j < 2},s0dass

+ wir in Zustand p4 sind gdw. zuletzt ein a eingelesen wurde, sonst pg.

b
star _>
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DEA fijr L3 = L1 U L2
Idee: Wir nutzen die Zustande {(g;, pj) | 1 < i <3,1<j <2},s0dass

- wir in (g;, p;) akzeptieren falls i = 1(daw € L;) oderj = 1(daw € Ly)
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Grammatik und Automaten



Automaten: Formal

Ein DEA M lasst sich beschreiben durch ein geordnetes 5-Tupel
M=1(22%,6,z,E) mit:

+ Z: Die Menge der Zustande

+ 2:Das Alphabet

« &: Die Uberfiihrungsfunktion

* Zzg: Der Startzustand

+ E: Die Menge der Endzustande
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Automaten: Formal - Beispiel

M= (2,%,8,qo, E) mit:

Ly ={a"b™ | n,m € N}

,b

a b
start —>
a
O=%
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Automaten: Formal - Beispiel

M= (2,%,8,qo, E) mit:

Ly = {a"b™ | n,m € N} * Z=1{q0, 91, qr }

,b

a b
start —>
a
O=%
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Automaten: Formal - Beispiel

M= (Z,%,8,qo, E) mit:
Ly = {a"b™ | n,m € N} * Z=1{qo0, 9, qr}
« 2 ={a,b}

,b

a b
start —>
a
O=%
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Automaten: Formal - Beispiel

M= (2,%,8,qo, E) mit:

Ly = {a"b™ | n,m € N} * Z={q0, 91, ar}
« X ={a,b}
a b . 5

b + 5(q0,a) = qo
start—> + 6(qo,b) = g
+ 6(qu.a) = g5
a O 5(@1.[3):(]1
-+ 6(qgs,b) = g5
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Automaten: Formal - Beispiel

Ly ={a"b™ | n,m € N}

a b
start —>
a
a,b

Fachgruppe Informatik

M= (2,%,8,qo, E) mit:

* Z=1{qo, a1, 95}

« X ={a,b}

R
+ 6(q0.a) = qo
+ 8(qo,b) = g1
- 6(g1,0) = g5
+ 8(q1,b) = g1
- 6(gr,0) = g5
+ 6(ar,b) = g5

* E={q0,q1}
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Automaten: Formal - Aufgabe

Aufgabe

Normal
Lp ={w € {a,b}" | |w| =3}

start —>( do

aly a, b
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Automaten: Formal - Aufgabe

Aufgabe Losung

M= (Z,%,8,qo,E) mit:
Normal
Lp ={w € {a,b}" | |w| =3}

start —>( do

aly a, b
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Automaten: Formal - Aufgabe

Aufgabe Losung

M= (Z,%,8,qo,E) mit:
Normal

* Z =100, 91,92, Ge. G5 }
Lo = {we {a,b}" | |w =3}

start —>( do

aly a, b
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Automaten: Formal - Aufgabe

Aufgabe Losung

M= (Z,%,8,qo,E) mit:
Normal

+ Z={qo, 1,92, 9E, G5 }
L ={w € {a,b}" | |w| =3}

+ X ={a,b}

start —>( do

aly a, b
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Automaten: Formal - Aufgabe

Aufgabe Losung

M= (Z,%,8,qo,E) mit:
Normal

+ Z={qo, 1,92, 9E, G5 }
L ={w € {a,b}" | |w| =3}

« X ={a,b}
start —>( qo o &k
Wb + 6(go,a) = g1
’ + 6(q0,b) = a1
GD - 8(qi.a) = g2
- 6(g1,b) = q2
a.b + 6(q2,0) = qe
+ 6(g2,b) = gt
92
<> + 6(qe,a) = g
a.b ab - 6(qe,b) = gf
- 6(qf.a) = g

a,b
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Automaten: Formal - Aufgabe

Aufgabe Losung
M= (Z,%,8,qo,E) mit:
Normal

+ Z={qo, 1,92, 9E, G5 }
L ={w € {a,b}" | |w| =3}

« X ={a,b}
start —>( qo o Gk

b + 8(qo,0a) = a1
’ + 6(qo,b) = g1
GD - 5(qr.0) = g,
+ 6(q1,b) = q2
a,b - 8(g2,0) = g
- 8(q2,b) = qe
GD * 6(qe.0) = g
ab a,b - 6(ge. b) = qf
- 6(gr,a) = g5

@ @b + 6(gr,b) = gf
« E={qe}
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Automaten und Grammatiken: Parallelen

Wir stellen einige Parallelen fest:

DEA ‘ Reguldre Grammatiken
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Automaten und Grammatiken: Parallelen

Wir stellen einige Parallelen fest:

DEA ‘ Reguldre Grammatiken

Worter werden von links nach rechts | Worter werden von links nach rechts

gelesen erzeugt
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Automaten und Grammatiken: Parallelen

Wir stellen einige Parallelen fest:

DEA Reguldre Grammatiken

Worter werden von links nach rechts | Worter werden von links nach rechts
gelesen erzeugt
Pro Schritt wird ein Buchstabe gele- | Pro Schritt wird ein Buchstabe er-

sen zeugt
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Wir stellen einige Parallelen fest:

DEA

Automaten und Grammatiken: Parallelen

Reguldre Grammatiken

Worter werden von links nach rechts
gelesen

Worter werden von links nach rechts
erzeugt

Pro Schritt wird ein Buchstabe gele-
sen

Pro Schritt wird ein Buchstabe er-
zeugt

Ein Startzustand

Fachgruppe Informatik 3

Ein Startsymbol
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Wir stellen einige Parallelen fest:

DEA

Automaten und Grammatiken: Parallelen

Reguldre Grammatiken

Worter werden von links nach rechts
gelesen

Worter werden von links nach rechts
erzeugt

Pro Schritt wird ein Buchstabe gele-
sen

Pro Schritt wird ein Buchstabe er-
zeugt

Ein Startzustand

Ein Startsymbol

Wenn beim Lesen des letzten Buch-
stabens wird in einen Endzustand
libergegangen wird, wird akzeptiert

Fachgruppe Informatik 2

Beim Erzeugen des letzten Buchsta-
bens wird keine neue Variable er-
zeugt
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Wir stellen einige Parallelen fest:

DEA

Automaten und Grammatiken: Parallelen

Reguldre Grammatiken

Worter werden von links nach rechts
gelesen

Worter werden von links nach rechts
erzeugt

Pro Schritt wird ein Buchstabe gele-
sen

Pro Schritt wird ein Buchstabe er-
zeugt

Ein Startzustand

Ein Startsymbol

Wenn beim Lesen des letzten Buch-
stabens wird in einen Endzustand
libergegangen wird, wird akzeptiert

Beim Erzeugen des letzten Buchsta-
bens wird keine neue Variable er-
zeugt

In jedem Schritt wird aus einem Zu-

stand in genau einen Zustand liber-

gegangen

Fachgruppe Informatik 3

In jedem Schritt wird aus einer Varia-
ble genau eine Variable erzeugt
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Automaten und Grammatiken

Satz
Jede durch deterministische endliche Automaten erkennbare Sprache ist auch
regular (also Typ 3).

Der Beweis dieses Satzes findet sich im Anhang.
Ihr werdet ihn auch in der Vorlesung zeigen.
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Verdauungspause



Regulare Ausdriicke



Mehr Maglichkeiten reguldre Sprachen zu beschreiben

Automaten und Mengenschreibweise sind oft nicht das optimale Mittel, eine
Sprache zu beschreiben.

Die regularen Ausdriicke bieten uns eine Moglichkeit Sprachen schnell und
intuitiv zu beschreiben.
Funktionsweise

1. Worter konnen mit einem angegebenen Muster abgeglichen werden.

2. Lasst sich ein Wort durch das Muster beschreiben, ist es in der davon
beschriebenen Sprache.
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Regulare Ausdriicke verwenden

Induktive Definition der Syntax
« @ und £ sind reguldre Ausdriicke.
- aist ein reguldrer Ausdruck (fiir alle a € X).
< Wenn o und /3 reguldre Ausdriicke sind,

dannsind af3, (o | B) und ()" auch reguldre Ausdriicke.

Beispiele fiir die Syntax
Regulare Ausdriicke konnen zum Beispiel so aussehen...

- v1 = (alb)baa(ab)*
* ¥2 = ((¢|baa(b|bb))aa)*
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Bedeutung von Regularen Ausdriicken

Regulare Ausdriicke und Sprachen
Ein reguldrer Ausdruck y beschreibt eine formale Sprache.
Diese formale Sprache schreiben wir als L(y) € X*.

Wir bauen regulare Ausdriicke schrittweise auf und erklaren dabei die
Bedeutung der einzelnen Bausteine:

Bedeutung von reguldren Ausdriicken
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Bedeutung von Regularen Ausdriicken

Regulare Ausdriicke und Sprachen
Ein reguldrer Ausdruck y beschreibt eine formale Sprache.
Diese formale Sprache schreiben wir als L(y) € X*.

Wir bauen regulare Ausdriicke schrittweise auf und erklaren dabei die
Bedeutung der einzelnen Bausteine:

Bedeutung von reguldren Ausdriicken

- Seiy = @:DannistL(y) = @
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Bedeutung von Regularen Ausdriicken

Regulare Ausdriicke und Sprachen
Ein reguldrer Ausdruck y beschreibt eine formale Sprache.
Diese formale Sprache schreiben wir als L(y) € X*.

Wir bauen regulare Ausdriicke schrittweise auf und erklaren dabei die
Bedeutung der einzelnen Bausteine:

Bedeutung von reguldren Ausdriicken
- Seiy = @:DannistL(y) = @

- Seiy = e:Dannist L(y) = {e}
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Bedeutung von regularen Ausdriicken

Bedeutung von reguldren Ausdriicken
Sind a und B bereits reguldre Ausdriicke, so gilt:

Beispiel: y = (a | B)
« L(alb) = {a, b}
+ L((aab|baba)|a) = {aab, baba, a}
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Bedeutung von regularen Ausdriicken

Bedeutung von regulidren Ausdriicken
Sind o und B bereits regulare Ausdriicke, so gilt:

« Seiy = (a|B):Dannist L(y) = L(a) U L(B)

Beispiel: y = (a)*
* L((a)") = {a}" = {a" | n € N}
- L((abaa)*) = {abaa}* = {w" | n € N, w = abaa}
* L((a|b)*) = (L(alb))" = {a,b}"
- L((@)*|(b)") = L((a)") U L((b)*) = {a}" U {b}"
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Bedeutung von regularen Ausdriicken

Bedeutung von reguldren Ausdriicken
Sind o und B bereits regulare Ausdriicke, so gilt:

« Seiy = (a| B):Dannist L(y) = L(a) U L(B)
- Seiy = (a)*:Dannist L(y) = L(a)*

Beispiel: y = a3

+ L(ababba) = {ababba}

* L((a)*(b)*) ={a"b™ | n,m € N}
 L((bab|(ab)*)abb) = {bababb} U {(ab)"abb | n € N}
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Regulare Ausdriicke

Aufgaben
Finde einen regularen Ausdruck y; fur die folgenden Sprachen.

Normal
* L(r1) ={a® | n € N}
« L(y2) = {a"b™ | n,m € N}
* L(y3) ={uv | u € {a,b}*, ve{cd}}
* L(ys) ={w| |w| =3,we{a,b,c}"}

Etwas Schwerer
« L(ys) ={a" | n=1 (mod 3)}
c L(ys) ={uv|uec {4 AP v} ve {@®}}
* L(y) ={w | Iwla =3, |wlp =1,w € {a, b, c}"}
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Alle Losungen sind Beispiellosungen - abweichende Losungen sind moglich.
Klammern, die nicht zur Bedeutung beitragen, diirfen wir fiir die
Kurzschreibweise weglassen.

+ 1 = (aa)*
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Alle Losungen sind Beispiellosungen - abweichende Losungen sind moglich.
Klammern, die nicht zur Bedeutung beitragen, diirfen wir fiir die
Kurzschreibweise weglassen.

* 1= (aa)”
. }/2 = a*b*
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Alle Losungen sind Beispiellosungen - abweichende Losungen sind moglich.
Klammern, die nicht zur Bedeutung beitragen, diirfen wir fiir die
Kurzschreibweise weglassen.

* 1= (aa)”
c Y= a*b*
* y3 = (a|b)*(c|d)
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Alle Losungen sind Beispiellosungen - abweichende Losungen sind moglich.
Klammern, die nicht zur Bedeutung beitragen, diirfen wir fiir die
Kurzschreibweise weglassen.

* n1 = (aa)*

.y, = @b

* vs = (a|b)*(cld)

* ¥4 = (alblc)(alblc)(alblc)
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Alle Losungen sind Beispiellosungen - abweichende Losungen sind moglich.
Klammern, die nicht zur Bedeutung beitragen, diirfen wir fiir die
Kurzschreibweise weglassen.

* 11 = (aa)
c Y= a*b*
* vz = (a|b)*(cld)

* vx = (alblc)(alblc)(albc)

- s = a(aaa)*
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Alle Losungen sind Beispiellosungen - abweichende Losungen sind moglich.
Klammern, die nicht zur Bedeutung beitragen, diirfen wir fiir die
Kurzschreibweise weglassen.

c Y= a*b*
* vs = (a|b)*(c|d)

+ v = (alblc)(alblc)(alblc)
+ ys = a(aaa)”
© Yo = (4l Al D] V)@
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Alle Losungen sind Beispiellosungen - abweichende Losungen sind moglich.
Klammern, die nicht zur Bedeutung beitragen, diirfen wir fiir die
Kurzschreibweise weglassen.

* n1 = (aa)*

.y, = @b

* ¥s = (ab)*(cld)

* ¥« = (alblc)(alblc)(alblc)
* vs = a(aaa)®

Yo = (4 A|P>|V)'®

 y7 = c*(ac*ac*ac*b | ac*ac*bc*a | ac*bc*ac*a | bc*ac*ac*a)c*
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Regulare Ausdriicke

Gegeben sei folgender DEA M:

a
Welcher reguldre Ausdruck beschreibt

. T(M)?
start —> 0 . (alb(a)*b)(alb)*

1
& b 2. (](Clb))k
3. (alb(a)*b)(b)*
4. (alb)*

a,b
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Regulare Ausdriicke

Gegeben sei folgender DEA M:

a
Welcher reguldre Ausdruck beschreibt

0 r(my?
sare (a0 ) =) 1. (alb(a)'b)(alb)’

& b 2. a(ab)*
3. (alb(a)*b)(b)*
4. (alb)*

a,b
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Regulare Ausdriicke

Aufgaben

Welche der folgenden Aussagen sind wahr/falsch? Begriinde.

Normal

« Az L((ala)*) =L ((aa)")
« Ay : L((ab)") =L ((a)" | (b))
« Ay : L((a(alb)*) | (b(alb)*)) = {a,b}"

Schwer

« A, : L((elaaa)* a(((aaa)* | (£)* |aaa))) = {a" | n =1 (mod 3)}

Sehr Schwer

« As: L((alb)*) =L(((a)*b)" (a)%)
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« Aq:falsch
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« Aq: falsch

« Ay falsch
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« Aq: falsch

« Ay falsch
« As: falsch

Fachgruppe Informatik 58 Vorkurs Theoretische Informatik



« Aq: falsch

« Ay falsch
+ Asz:falsch

« A, wahr

Fachgruppe Informatik
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« Aq: falsch

« Ay falsch
+ Asz:falsch
« A, wahr

« As: wahr

Fachgruppe Informatik
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Murmelpause



Wiederholung




Das konnen wir jetzt beantworten

Tag 1: Mengen
+ Was ist eine Menge?
- Wie kann man zwei Mengen verknupfen?

- Wie schreibt man formal Mengen auf?
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Das konnen wir jetzt beantworten

Tag 1: Formale Sprachen
- Was ist eine Formale Sprache?
- Was ist ein Alphabet?

- Wie zeigt man, dass zwei Sprachen aquivalent sind?
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Wiederholung Grundlegender Definitionen

Aufgaben
Beantworte die folgenden Fragen

Normal

+ Was ist der Unterschied zwischen X~ und X*?

- Welche besondere Eigenschaft besitzt das leere Wort £? Insbesondere:
Welchen Wert besitzt ||?

- Welchen Wert besitzt |£ - @ - € - bab|?
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Normal
Was ist der Unterschied zwischen X und X*?

i) Das Alphabet X ist eine nichtleere Menge einstelliger Symbole.
ii) X" ist die Menge aller moglichen Kombinationen (bzgl. der Konkatenation)

der Elemente aus 2.
Insbesondere gilt hiere € X",
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Normal
Welche besondere Eigenschaft besitzt das leere Wort £? Inshesondere:
Welchen Wert besitzt |&]?

€ ist das neutrale Element bzgl. der Konkatenation. Das heift:
VweX :w=w-e=¢-w
Insbesondere gilt also:
YweZ :|w=|w-eg|l=]|w+|e|

womit |e| = 0 gelten muss.
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Normal
Welchen Wert besitzt |& - a® - £ - bab|,?

Zunachst schreiben wir
€-a’-¢e-bab = a*bab = aabab
und zahlen anschlieBend die vorkommenden a’s. Also

|e - a® - € - bab|, = |aabab|, = 3.
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Aufgaben zu Mengen

Aufgaben
Welche der folgenden Aussagen ist korrekt?

Normal bis etwas Schwerer
- a€{ab,c}  {a,b} C {a,b, {a, b}, c}
+ac{a,b,c} « {{a,b}} C {a,b,{a,b},c}
» {a,b} € {a, b, {a, b}, c}

Nenne jeweils 5 Worter aus den folgenden Sprachen
Normal bis etwas Schwerer

« Ly ={a"b™ | n,m € N}

« L, ={a"b" | n e N}

c L3 =L\L

« L,={we{ab}"||w|,=3 (mod 4)}
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Losungen

Normal

a€{a,b,c}

» wahr
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Losungen

Normal

a C {a,b,c}

« wahr

+ geht nicht
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Losungen

Normal

{a,b} € {a, b, {a, b}, c}

« wahr
+ geht nicht

« wahr
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Losungen

Normal

{a,b} C {a,b,{a, b}, c}

« wahr
+ geht nicht
« wahr

» wahr
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Normal

{{a,b}} C {a,b,{a, b}, c}

+ wahr
+ geht nicht
« wahr
+ wahr

» wahr
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Losungen

Normal

Ly ={a"b™ | n,m € N}

- g,a,b,aa,ab, aaa, aab, abb, bbb, ...
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Losungen

Normal

L, = {a"b" | n € N}

- £,a,b,aa, ab, aaa, aab, abb, bbb, ...

- g, ab, aabb, a®*b, a*b*, ...
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Normal

Ly ={a"p™ | n,m € N}
L, = {a"b" | n € N}
L3 =L\l

- £,a,b,aa,ab, aaa, aab, abb, bbb, ...
- &, ab, aabb, a®b3, a*b*, ...

+ Keine Worter; @
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Losungen

Normal

L, ={we {a,b}* | |wlg =3 (mod &)}

- £,a,b,aa, ab, aaa, aab, abb, bbb, ...
- &, ab, aabb, a®b3, a*b*, ...
+ Keine Worter; @

- aaa, baaa, abaa, aaba, aaab, d’, ...
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Wiederholung Grundlegender Definitionen

Aufgaben
Bestimme den Wahrheitswert der folgenden Aussagen

Normal
- a(2=1)A(lg| >0V " ={e})
* Vw e {a,b}* : (lwlp=0 = w=¢)
* Yw e {a,b}*: (Jjw, =0 = ab = ba)
« (Vwe {a,b}":|wl,=0) = ab=ba

Schwer
cVxeZ:x=0 (mod2)Vx=1 (mod &)
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Normal

—(&2=1)A(le| >0V @* ={e})

* richtig
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Normal

Yw e {a,b}" : (Jwlg =0 = w=¢)

* richtig

- falsch
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Normal

Vw € {a,b}" : (J|w|, =0 = ab = ba)

* richtig
- falsch

« falsch
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Normal

(Yw € {a,b}" : |w|, =0) = ab = ba

* richtig
- falsch
« falsch

* richtig
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Schwer

VxeZ:x=0 (mod2)Vx=1 (mod &)

Die Aussage ist falsch!
Gegenbeispiel x = 3, dannistx =1 (mod 2) und x =3 (mod 4).
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Das konnen wir jetzt beantworten

Tag 2: Beweise
- Was ist ein direkter Beweis?
- Wie funktioniert die Kontraposition?

- Wie funktioniert ein Widerspruchsbeweis?
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Beweise

Aufgaben
Versuche dich an folgenden Beweisen:

Normal
Sei L = {a"b" | n € N}, dann gilt:

VYw € {a,b}" : (we L = |w]| ist gerade)
Wer noch nicht genug hat...

VxeZ:x=0 (mod2)Vvx*=1 (mod &)
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Aufgabe
z.Z.:Sei L = {a"b" | n € N}, dann gilt:
Yw € {a,b}* : (we L = |w]|ist gerade)

Beweis

1. Seiw € {a, b}* beliebig.
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Aufgabe
z.Z.:Sei L = {a"b" | n € N}, dann gilt:
Yw € {a,b}* : (we L = |w]|ist gerade)

Beweis
1. Seiw € {a, b}* beliebig.

2. Angenommen, w € L.
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Aufgabe
z.Z.:Sei L = {a"b" | n € N}, dann gilt:
Yw € {a,b}* : (we L = |w]|ist gerade)
Beweis
1. Seiw € {a, b}* beliebig.
2. Angenommen, w € L.

3. Dann existiert ein n € N so, dass w = a"b".

Fachgruppe Informatik 89 Vorkurs Theoretische Informatik



Aufgabe
z.Z.:Sei L = {a"b" | n € N}, dann gilt:
Yw € {a,b}* : (we L = |w]|ist gerade)
Beweis
1. Seiw € {a, b}* beliebig.
2. Angenommen, w € L.
3. Dann existiert ein n € N so, dass w = a"b".

4. Insbesondere gilt:

|w| = |a"p"| = |a"| + |[b"| =n+n=2n
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Aufgabe
z.Z.:Sei L = {a"b" | n € N}, dann gilt:
Yw € {a,b}* : (we L = |w]|ist gerade)

Beweis
1. Seiw € {a, b}* beliebig.
2. Angenommen, w € L.
3. Dann existiert ein n € N so, dass w = a"b".

4. Insbesondere gilt:
|w| = |a"p"| = |a"| + |[b"| =n+n=2n

5. Folglich ist |w| gerade. O
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Aufgabe
22:Yx€Z :x=0 (mod 2) Vx*=1 (mod &)

Beweis

1. Seix € Z beliebig.
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Aufgabe
22:V¥x € Z :x=0 (mod 2) Vx* =1 (mod 4)
Beweis
1. Seix € Z beliebig.
2. i) (Fall gerade) Seix =0 (mod 2): Dann sind wir schon fertig.
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Aufgabe
22:Yx€Z :x=0 (mod 2) Vx*=1 (mod &)
Beweis

1. Seix € Z beliebig.

2. i) (Fall gerade) Seix =0 (mod 2): Dann sind wir schon fertig.
ii) (Fall ungerade) Seix =1 (mod 2): Dann kénnen wir x schreiben als
X = 2R+ 1fiirein k € Z. Es gilt:

X2 = (2k+1)% = 4k% + bh+1 = 4(K* + k) +1

Also folgt unmittelbar laut Definition x> = 4(k?> + k) +1=1 (mod 4).
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Aufgabe
22:Yx€Z :x=0 (mod 2) Vx*=1 (mod &)
Beweis

1. Seix € Z beliebig.

2. i) (Fall gerade) Seix =0 (mod 2): Dann sind wir schon fertig.
ii) (Fall ungerade) Seix =1 (mod 2): Dann kénnen wir x schreiben als
X = 2R+ 1fiirein k € Z. Es gilt:

X2 = (2k+1)% = 4k% + bh+1 = 4(K* + k) +1

Also folgt unmittelbar laut Definition x> = 4(k?> + k) +1=1 (mod 4).

3. Somit ist die Behauptung bewiesen. m|
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Das konnen wir jetzt beantworten

Tag 3: Grammatiken
+ Was sind Grammatiken?
- Was ist der Zusammenhang zwischen Grammatiken und Sprachen?

- Wie finde ich raus, ob ein Wort von einer Grammatik erzeugt wird?
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Das konnen wir jetzt beantworten

Tag 4: Reguldre Grammatiken
+ Wie sehen Produktionsregeln fiir regulare Grammatiken aus?

- Bilden einer regularen Grammatik fiir gegebene regulare Sprache
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Das konnen wir jetzt beantworten

Tag 4: Automaten
- Was sind Automaten?
- Was macht einen deterministischen Automaten aus?

- Finden eines (deterministischen) Automaten fiir gegebene Sprache
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Wiederholung: Grammatiken, Automaten, Regulare Ausdriicke

Aufgaben
Gegeben sind formale Sprachen. Finde dafiir:
- eine reguldare Grammatik

- einen Automaten (NEA oder DEA)

- einen regularen Ausdruck

Normal

* Ly = {aa, bb} liber dem Alphabet X; = {a, b}

Etwas Schwerer

« L, ={(ab)"x | n e NAx € {c,d}} iber X, = {a, b, c,d}

Hinweis: Achte auf formal korrekte Notation.
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Losungen

Ly = {aa, bb} Uber Z; = {a, b}
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Ly = {aa, bb} Uber Z; = {a, b}

« Grammatik: G, = (V4, X4, P1,S) mit V; = {S, A, B},
P, ={S — aA|bB,A— a,B — b}
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Ly = {aa, bb} Uber Z; = {a, b}

+ Grammatik: G, = (V1, 21, P1,S) mit Vi = {S, A, B},
Py ={S— aA|bB,A — a,B — b}

- Automat: My = ({qo, a1, Gaz- Gb1> Gb2} » 21, S15 Go, {Ga2> Gv2})

Onx "

a + 61(90,0) = qmn
. 5 ,a) =

start—> 1(qa1, @) = qa2
+ 51(q0,b) = qm

b . - 81(ap,b) = g,
b
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Ly = {aa, bb} Uiber X1 = {a, b}

+ Grammatik: G; = (V4, 24, P, S) mit V4 = {S, A, B},
Py ={S — aA|bB,A — a,B — b}

* Automat: My = ({CIO’ Ga1> a2, Gb1> Gb2s le} , 21,61, 00> {9a2, sz})

@ - @ ’
a,b
+ 61(9a1,0) = a2

oo
“ + 61(qo, b) = gp
b @ ., b + 61(gp1,b) = gp
b .
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Ly = {aa, bb} Uiber X1 = {a, b}

+ Grammatik: G; = (V4, 24, P, S) mit V4 = {S, A, B},
Py ={S — aA|bB,A — a,B — b}

* Automat: My = ({QO’ Ga1> a2, Gb1> Gb2s Qf} , 21,61, 00> {9a2, sz})

@ - @ ’
a,b
« 51(qm,0) = qa2

() - =X
& + 61(q0,b) = qm
b @ 7b - 81(qp1,b) = G
b .- L.

+ Reguldrer Ausdruck: y; = (aa|bb)

a + 61(90,a) = qmn

start —
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L, = {(ab)"x | n e NAx € {c,d}} lber X, = {a,b,c,d}
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L, = {(ab)"x | n e NAx € {c,d}} lber X, = {a,b,c,d}

+ Grammatik: G, = (Vz,Zz,Pz,s) mit V, = {S,A},
P,={S—aA|c|d, A— bS}
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Losungen

L, = {(ab)"x | ne NAx € {c,d}}iiberX, ={a,b,c, d}

+ Grammatik: G, = (V, Z,, P», S) mit V, = {S, A},
P,={S—aA|c|d, A— bS}
+ Automat: M, = ({qo, 91, G2} » 22, 62, Go, {q2})
a 8,
start _’ * 62(qo, ) = g1
+ 62(qo.¢) = G2
* 62(qo.d) = g2

+ 62(q1,b) = a1

c,d
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Losungen

L, = {(ab)"x | n e NAx € {c,d}} liber X, = {a,b,c,d}

+ Grammatik: G, = (V, Z,, P2, S) mit V, = {S, A},
P,={S—aA|c|d, A— bS}
* Automat: M = ({qo,q1,q2,qf},zz, 8,90, {92})
6yt
+ 62(qo.a) = g1
+ 62(qo.¢) = g2
+ 62(qo,d) = a2

a,b,c.d * 62(q1,b) = g1
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Losungen

L, = {(ab)"x | n e NAx € {c,d}} liber X, = {a,b,c,d}

+ Grammatik: G, = (V, Z,, P2, S) mit V, = {S, A},
P,={S—aA|c|d, A— bS}

+ Automat: MZ = ({q09 41, 92, Qf} ) 22’ 62, Jo, {qZ})

522

a
start —> b e + 862(qo.a) = g1

+ 62(q0,0) = @2
& d b 566 + 62(q0,d) = q2

a,b,c,d « 5(q1,b) = 1
(Denes |

« Reguldrer Ausdruck: y, = (ab)*(c|d)
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Das konnen wir jetzt beantworten

Heute: Reprasentationen regularer Sprachen
- Welche Moglichkeiten gibt es, regulare Sprachen zu beschreiben?
- Wie wandelt man Automaten zu einer aquivalenten Grammatik um?

- Was ist ein regularer Ausdruck?
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Das konnen wir jetzt beantworten

Heute: Reguldre Ausdriicke
+ Wie funktioniert die Konkatenation?
+ Was bedeuten (a | B) und (ar)*?

- Finden eines regularen Ausdrucks fiir gegebene regulare Sprache
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Noch Fragen?



Abk. Bedeutung Was?!

N natiirliche Zahlen In der theoretischen Informatik enthalt N
(mit 0) die0:N = {0,1,2,3,... } (Auch Np)

VA ganze Zahlen Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

> Sigma mit diesem Zeichen wird oft das Alphabet

(die Menge an verwendbaren Symbolen) re-
prasentiert

¥ Sigma Stern Menge aller Moglichkeiten Elemente aus ~
hintereinander zu schreiben

e leeres Wort Wort (liber bel. Alphabet) mit der Lange 0
(le| = 0), in allen Z* enthalten.

%) {3 leere Menge

alb teilt a ist Teiler von b, d.h. a teilt b ohne Rest

sodass zB.Ya,be Z :alb
mod modulo a=b (modn) < n|(a-b),

mita,b,n € Z
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Abk. Bedeutung Was?!

z.z. zu zeigen Was zu beweisen ist

Sei bereits bekannte Objekte werden
eingefiihrt und benannt

3 es gibt ein

3! es gibt genau ein

X ist genau'y X=y genau wird verwendet bei Aquiva-

X ist eindeutig
der, die, das

gdw.

Alx

genau dann, wenn

lenz

bestimmte Artikel weisen auf Ein-
deutigkeit hin
Aquivalenz zwischen Aussagen
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Abk.

Bedeutung

Was?!

A ist notwendig fiir B

Aist hinreichend fiir B

notwendig und hinreichend

B—A

A—B

A B

A muss wahr sein,
wenn B wahr ist
B muss wahr sein,
wenn A wahr ist
genau dann, wenn

Fachgruppe Informatik
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Abk. Bedeutung Was?!

(03 ohne Einschrankung die Allgemeinheit der Aussage wird
nicht durch getroffene Aussagen einge-
schrankt

0.B.d.A. ohne Beschrankung der All- wie &

gemeinheit
trivial offensichtlich Beweisschritte, welche keine weiter Be-
griindung brauchen. (nicht verwenden!)
O Mic Drop Kommt am Ende eines erfolgreichen Be-
weises
g.ed. quod erat demonstrandum Was zu beweisen war
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Gestalt mogliches Vorgehen
nicht F Zeige, dass F nicht gilt.
Fund G Zeige F und G in zwei getrennten Beweisen.
F—= G Flige F in die Menge der Annahmen hinzu und zeige G.
F oder G Zeige: nicht F = G.
(Alternativ zeige: nicht G = F)
Fe— G Zeige: F = GundG = F.
VxeA:F Sei x ein beliebiges Element aus A. Zeige dann F.
IxeA:F Sei x ein konkretes Element aus A. Zeige dann F.

Fachgruppe Informatik
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Abk. Bedeutung Was?!

ACB Teilmenge Alle Elemente aus A sind auch in B enthalten.
Dabei kdnnen die Mengen auch gleich sein.
ACB echte Teilmenge Alle Elemente aus A sind auch in B enthalten.
Jedoch enthalt B noch Elemente, die nicht in
A enthalten sind.
= Mengen sind nicht gleich!

ACB Teilmenge oder ech-  Bei manchen Leuten C, bei manchen C.

te Teilmenge Mehrdeutig, lieber nicht verwenden!
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Abk. Bedeutung Was?!
start —> Startzustand Hier fangt der Automat beim Lesen
eines Wortes an
Zustandsiibergang gibt an, welches Symbol eingelesen
werden kann, um in den Folgezu-
stand zu libergehen.
Endzustand Hier kann ein fertig gelesenes Wort
akzeptiert werden.
Fangzustand wird bendtigt, um Determinismus

zu gewabhrleisten. In Graphiken oft
nicht eingezeichnet, ist aber da.
Malt den hin.
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Abk.  Bedeutung Was?!

T(M) Sprache von Automat M Die Sprache, die von einem Automat M
erkannt wird

L(G) Sprache von Grammatik G Die Sprache, die von einer Grammatik
G erzeugt wird

Y kleines Gamma oft Bezeichner fiir regularen Ausdruck

L(y) Sprache von reg. Ausdruck y Die Sprache. die von einem regularen

Ausdruck y erkannt wird
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Anhang



Beweis: DEA zu Grammatik



Automaten und Grammatiken

Satz
Jede durch endliche Automaten erkennbare Sprache ist auch regular (also Typ
3).



Automaten und Grammatiken

Satz
Jede durch endliche Automaten erkennbare Sprache ist auch regular (also Typ
3).

Sei eine Sprache und mit



Automaten und Grammatiken

Satz
Jede durch endliche Automaten erkennbare Sprache ist auch regular (also Typ
3).

Sei A C X" eine Sprache und M ein Automat mit
(d.h. M erkennt die Sprache A)



Automaten und Grammatiken

Satz
Jede durch endliche Automaten erkennbare Sprache ist auch regular (also Typ
3).

Sei A C X" eine Sprache und M ein Automat mit T(M) = A.
(d.h. M erkennt die Sprache A)

Wir suchen eine Typ 3-Grammatik G mit L(G) = A.



Automaten und Grammatiken

Satz

Jede durch endliche Automaten erkennbare Sprache ist auch regular (also Typ
3).

Sei A C X" eine Sprache und M ein Automat mit T(M) = A.
(d.h. M erkennt die Sprache A)

Wir suchen eine Typ 3-Grammatik G mit L(G) = A.
(d.h. die Grammatik G erzeugt die Sprache A)



Automaten und Grammatiken

Satz

Jede durch endliche Automaten erkennbare Sprache ist auch
regular (also Typ 3).

Sei A C X* eine Sprache und M ein mit T(M) = A.
(d.h. M erkennt die Sprache A)

Wir suchen eine Typ 3-Grammatik G mit L(G) = A.
(d.h. die Grammatik G erzeugt die Sprache A)

Wir beschranken uns auf DEAs; in der Vorlesung werdet ihr aber eine
allgemeinere Aquivalenz zeigen.



DEA zu Grammatik: Konstruktion

Also: Zustande £ Variablen; Uberginge = Produktionen



DEA zu Grammatik: Konstruktion

Also: Zustande £ Variablen; Uberginge = Produktionen

Seialso ein DEAM = (Z, 2, 8, z9, E) gegeben.
Wir definieren die Grammatik G = (V, 2, P, S) mit:



DEA zu Grammatik: Konstruktion

Also: Zustande £ Variablen; Uberginge = Produktionen

Sei also ein DEAM = (Z, 2, 6, zy, E) gegeben.
Wir definieren die Grammatik G = (V, 2, P, S) mit:

+ Alphabet X



DEA zu Grammatik: Konstruktion

Also: Zustande = Variablen; Ubergange = Produktionen
Sei also ein DEAM = (7, %, 6, zy, E) gegeben.
Wir definieren die Grammatik G = (V, X, P, S) mit:

+ Alphabet

 Variablenmenge V = Z



DEA zu Grammatik: Konstruktion

Also: Zustande = Variablen; Ubergange = Produktionen
Sei also ein DEAM = (Z, %, 6, 7o, E) gegeben.
Wir definieren die Grammatik G = (V, 2, P, S) mit:

+ Alphabet

+ Variablenmenge V = Z

+ Startsymbol S = z,



DEA zu Grammatik: Konstruktion

Also: Zustande Z Variablen; Ubergange = Produktionen
Sei also ein DEAM = (Z, %, 6, zy, E) gegeben.
Wir definieren die Grammatik G = (V, 2, P, S) mit:

+ Alphabet

+ Variablenmenge V = Z

+ Startsymbol S = z,

+ Produktionsmenge P erzeugen wir aus &



DEA zu Grammatik: Produktionsregeln

Fir die Produktionsmenge P wandeln
wir die Ubergdnge um.



DEA zu Grammatik: Produktionsregeln

Fir die Produktionsmenge P wandeln

wir die Ubergdnge um. @ a @

Je.dem &-Ubergang 6(z,,a) = 7, ordnen 8(z1.a) = 2,
wir folgende Regeln zu: o] s
* Z7 — azp

Zq7 — azp



DEA zu Grammatik: Produktionsregeln

Fir die Produktionsmenge P wandeln

wir die Uberginge um. @ a

Jedem &-Ubergang 6(z,, a) = z, ordnen 8(z1.a) = 2,
wir folgende Regeln zu: b e
. 27 > az
7y — az,

« Und zusatzlich, falls z, € E :
Z1 —a Zr—a



DEA zu Grammatik: Produktionsregeln

Fir die Produktionsmenge P wandeln

wir die Ubergdnge um.
start %

Jedem §-Ubergang 6(z;, a) = z, ordnen

wir folgende Regeln zu: #Z0 € E“

< 21 > az wird zu

» Und zusatzlich, falls z, € E : 2o — €
zZ1—a

Falls zy € E, brauchen wir auRerdem

Zy — E&.



DEA zu Grammatik: Korrektheit (Beweisidee)

Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)



DEA zu Grammatik: Korrektheit (Beweisidee)

Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Sei x = a0, . ..a,—1a, ein Wort, das von M akzeptiert wird.



DEA zu Grammatik: Korrektheit (Beweisidee)

Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Sei x = a0, . ..a,—1a, ein Wort, das von M akzeptiert wird.




DEA zu Grammatik: Korrektheit (Beweisidee)

Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Sei x = a0, . ..a,—1a, ein Wort, das von M akzeptiert wird.

Mit den passenden Regeln lasst sich x ableiten:

Zp = Q421 = 01022 = ... = 010y ...Ap_1Zp—q = Q403 ...0Ap—10y = X



DEA zu Grammatik: Korrektheit (Beweisidee)

Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Sei x = a0, . ..a,—1a, ein Wort, das von M akzeptiert wird.

as a -1 /7 O\ Gn
start —( 2o Z 000 @ Zn

Mit den passenden Regeln (z.B. z, — a,24) lasst sich x ableiten:

Zp = 0421 = 01022 = ... = 010y ...Ap_1Zp—q = Q403 ...0Ap—10y = X



DEA zu Grammatik: Korrektheit (Beweisidee)

Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Sei x = a0, . ..a,—1a, ein Wort, das von M akzeptiert wird.

a, az Qan—1 an

Mit den passenden Regeln (z.B. z; — a,2,) lasst sich x ableiten:

Zyp = 471 — Q1037 = ... = 010y ...0Qp_1Zp—1 = A0y ... Ap—10y = X



DEA zu Grammatik: Korrektheit (Beweisidee)

Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Sei x = a0, . ..a,—1a, ein Wort, das von M akzeptiert wird.

Mit den passenden Regeln (z.B. z, — a3z3) lasst sich x ableiten:

Zp = 421 = 01037, — ... = 10y ...0An_1Zp—q = Q403 ...0Ap_10y = X
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Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
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Mit den passenden Regeln (z.B. z,_; — a,) lasst sich x ableiten:
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Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Sei x = a0, . ..a,—1a, ein Wort, das von M akzeptiert wird.
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Also konnen wir das Wort in der Grammatik ableiten.
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DEA zu Grammatik: Korrektheit (Beweisidee)

Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Sei x = a0, . ..a,—1a, ein Wort, das von M akzeptiert wird.

Mit den passenden Regeln lasst sich x ableiten:
Zp = Q421 = 01022 = ... = 010y ...Ap_1Zp—q = Q403 ...0Ap—10y = X

Also konnen wir das Wort in der Grammatik ableiten.
Funktioniert die Argumentation auch andersrum? Ja!
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Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Dabei gilt immer noch: x = aq1a, . .. a,—1a,
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

+ x wird von Automat M erkannt (x € T(M))

- Es gibt eine Folge von Zustanden zq, z1, . . ., Zn—-1,Zp Mit: zg ist Startzustand,

z,, ist Endzustand und: Vi € {1, ..., n} : 6(zji—q,qj) = z
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Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Dabei gilt immer noch: x = aq1a, . .. a,—1a,
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

+ x wird von Automat M erkannt (x € T(M))

- Es gibt eine Folge von Zustdnden zy, z4, . . ., Z,_1, Z, Mit: Zy ist Startzustand,
z, ist Endzustand und: Vi € {1,...,n} : 6(zi_1,qj)) = z;

- Es gibt Folge an Variablen zg, zq, . . ., Z,—1 Mit: o ist Startvariable,
(zy—q1 > a,) € Pund: Vi€ {1,..., n—1}:(zioq — ajz;)) €P
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Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Dabei gilt immer noch: x = aq1a, . .. a,—1a,
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

+ x wird von Automat M erkannt (x € T(M))

- Es gibt eine Folge von Zustdnden zy, z4, . . ., Z,_1, Z, Mit: Zy ist Startzustand,
z, ist Endzustand und: Vi € {1,...,n} : 6(zi_1,qj)) = z;
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(zy—1 > a,) €ePund:Vie {1,...,n—1} : (z_1 — a;z)) €P
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Zg > 04Z1 = ... = 010 ...0_10p
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Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Dabei gilt immer noch: x = aq1a, . .. a,—1a,
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
+ x wird von Automat M erkannt (x € T(M))
- Es gibt eine Folge von Zustdnden zy, z4, . . ., Z,_1, Z, Mit: Zy ist Startzustand,
z, ist Endzustand und: Vi € {1,...,n} : 6(zi_1,qj)) = z;
- Es gibt Folge an Variablen zg, z;, . . ., Z,—¢ mit: zy ist Startvariable,
(zy—1 > a,) €ePund:Vie {1,...,n—1} : (z_1 — a;z)) €P
- Es gibt Folge an Variablen zg, z1, . . ., Z,—¢ mit: zy ist Startvariable und:
20 = 0Zy = ... = Q10y ... Ap—10p

« xwird von der Grammatik G produziert (x € L(G))
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Zu zeigen: x € T(M) gdw. x € L(G)
Dabei gilt immer noch: x = aq1a, . .. a,—1a,
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
+ x wird von Automat M erkannt (x € T(M))

- Es gibt eine Folge von Zustdnden zy, z4, . . ., Z,_1, Z, Mit: Zy ist Startzustand,
z, ist Endzustand und: Vi € {1,...,n} : 6(zi_1,qj)) = z;

- Es gibt Folge an Variablen zg, z;, . . ., Z,—¢ mit: zy ist Startvariable,
(zy—1 > a,) €ePund:Vie {1,...,n—1} : (z_1 — a;z)) €P

- Es gibt Folge an Variablen zg, z1, . . ., Z,—¢ mit: zy ist Startvariable und:
Zp > U421 = ... = Q403 ...0Qp-10p

< x wird von der Grammatik G produziert (x € L(G))

Also gilt die Aquivalenz. m|



+ Unsere Folien sind frei!
+ Jeder darf die Folien unter den Bedingungen der GNU General Public

License v3 (oder jeder spateren Version) weiterverwenden.

+ lhr findet den Quelltext unter
https://www.github.com/FIUS/theo-vorkurs-folien


https://www.github.com/FIUS/theo-vorkurs-folien
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